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RESUMEN

En los cursos de célculo diferencial y fisica se estudian conceptos de manera
inicial como: funcion, derivada de la funcion, velocidad y aceleracion,
representados sobre una curva plana. El tratamiento inicial incorpora
formulas de diferenciacion. Estas expresiones se presentan de una forma
poco adecuada, haciendo que se vea limitada una parte de la formacién de
estos conceptos. El presente documento describe un algoritmo para la

obtencion de la féormula de diferenciacidn de la funcion f(x)=x". Esto se

logra a través del uso de diferencias, aproximaciones y el planteamiento de
un modelo matricial. Ademas, se incorpora su resolucién por determinantes
y la regla de Cramer. La comprobacion del modelo matricial se realiza con
un software de manejo de hoja electrénica Excel. Finalmente, en el intento
por caracterizar los fendmenos de movimiento se inicia con tablas de
valores, por ejemplo, un objeto en caida con su altura en funcién del
tiempo.

Palabras Clave: Diferenciacion por diferencias, variacion, funcién, calculo
diferencial, Excel.

ABSTRACT

The concepts of function, derivative, velocity and acceleration are
covered at the beginning of introductory Calculus and Physics
courses. The initial approach incorporates differentiation equations.
These expressions do not achieve a students’ conceptual
understanding. This article describes an algorithm to differentiate the
function f(x)=x". The process is developed through differentiation
formula, approximations and a matrix model. In addition, this model
is based on determinants and it is verified with the software Excel.
Finally, motion situations are characterized by a numerical table, for
instance, the height of an object as a time function.
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Introduccion.

El objeto matematico de la derivada ha representado un
problema de aprendizaje para muchos alumnos. Una de las posibles
causas del problema de entendimiento de las propiedades de la
derivada es la ensefianza tradicional. Este tipo de instruccion se
presenta en la mayoria de los cursos de calculo (Flores, Terrazas,
Gonzalez-Quezada, Chavez-Pierce, & Escobedo-Soto, 2008), (Salinas-
Martinez, 2001). Esta instruccidon se caracteriza por: 1) el instructor
es la parte central del proceso, 2) comunicacién unidireccional
instructor-alumno, 3) uso de problemas convencionales de libro de
texto, y 4) falta de contextualizacion hacia otras areas de
conocimiento. En relacion a esto, Flores, Gonzalez, & Carrillo (2014),
Flores, et al.,, (2015) y Gonzalez (2013) sefialan que la
contextualizacion promueve el desarrollo de procesos de
transferencia de conceptos matematicos. Por estos, una de las
alternativas didacticas para ayudar a resolver este problema de
aprendizaje es el proceso de variacion (Chavez, Flores, & Alfaro,
2013). La contextualizacion fisica de la variacidon a través del uso de
tecnologia podria desarrollar un entendimiento funcional de conceptos
como funcién, pendiente y rapidez de cambio (Ibarra, Flores, &
Gonzalez, 2015), (Gonzalez & Flores, 2011). En el calculo
diferencial, las férmulas de diferenciacion estan totalmente vinculadas
a la pendiente de la recta tangente a una curva dada (Munoz, 2000).
Estas han sido estudiadas en temas de matematicas como la derivada
y sus derivadas sucesivas (De las fuentes, Gonzales, & Valdez, 2003).

En este articulo se muestra el disefio de una metodologia para
determinar las férmulas de diferenciacion. Esta propuesta permite al
alumno transitar por distintos registros de representacion semiotica
(Ibarra, Flores, & Gonzalez, 2015). Consideramos el uso de
diferencias y sistemas de ecuaciones lineales. Ademas, el uso de la
hoja electréonica para resolver estos sistemas. Se sefiala que el
modelo matricial propuesto para la determinacién de férmulas no se
ubica en los libros de texto de matematicas. Debido a esto y a la
importancia didactica de la variacion (Cantoral & Farfan, 1998),
consideramos adecuado desarrollar una comprension mas
significativa respecto al tratamiento, y el uso de las féormulas de
diferenciacion.
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Origen del disefio metodoldgico

Asumimos que las férmulas de diferenciacién se aplican a
funciones polindmicas. Posteriormente presentamos el desarrollo
propuesto para lograr el acceso al modelo matricial, ademas de la
verificacion del modelo mediante el uso de la hoja electrénica de
Excel. La figura 1 muestra una secuencia de este modelo. El primer
caso es la funcién f(x) = x?, donde presentamos dos tipos de tablas
de valores. Las primeras 9 tablas muestran el uso de la hoja
electrénica para aproximar la pendiente de la recta tangente como

f(x)— f (x—AXx)
Ax—0 AX
siguientes valores dividiendo Ax por 10, esto para diferentes valores
de x. La tabla ubicada a extrema derecha-arriba presenta tres
columnas. La segunda columna esta formada por las pendientes de
las rectas tangentes, obtenidas a través de aproximaciones de las
pendientes de las rectas secantes, para luego calcular las diferencias
obteniendo los valores de las siguientes tablas. Puede observarse
que las primeras diferencias son constantes y tienen un valor de 2.
Ademas, el conjunto de puntos de la forma (x, mtg(x)) puede ser
representado por una expresion polinomial de primer grado cuyo
coeficiente de correlaciéon esr = 1.

lim , empezando conAx=1 y obteniendo Ilos

Figura 1.
Secuencia del calculo de diferencias para f(x)=x*
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La expresion polinomial de primer grado puede escribir como. m, (X) = ax+b
Donde los coeficientes a y b los calculamos mediante un sistema de ecuaciones lineales:

my@)=a+b=2ym,(2)=2a+b=4.

La figura 2 muestra las solucionesay b .Estasson a= 2, b =
0. Asi se obtiene entonces la funcién m,(x) = 2x.

Figura 2.
Soluciones asociadas a un sistema de pendientes como dos funciones
lineales

Sistema
X ti y
1 1 2
2 1 4
Determinantes
D D1 D2
-1 -2 0
Solucioén
a 2
b 0
A continuacion tomemos el caso para las pendientes
de las rectas tangentes a la funciéon f(x)=x*>. En las tablas
de la figura 3 se muestra el uso de la hoja electronica para
aproximar la pendiente de la recta tangente como
. f(x)— f(x—Ax . o o
im ) A)E ), y obteniendo los siguientes valores dividiendo

Ax por 10 para los diferentes valores de x. Obtenemos por
aproximacion los valores para la pendiente de la recta tangente a f en
X: (Mg(x)). También calculamos las primeras y segundas diferencias
como se muestra en la tabla ubicada a extrema derecha-arriba.
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Figura 3.
Secuencia del calculo de diferencias para f(x)=x*
Ax AT Ar
u e u [ u [ x Wiz dif 1 dif 2
_0 1 1 1 1 2 1 ¥ 1] 1]
To %}L om 1| m n z| n1 | 1am 1 3 3

1] nm LI 1 nm 9N 4 nm 11 amn P4 1F q [ 1]

1] 1 Ion |:5Nimn F Imn | 10 3 xr 5 [ ]

0 | 1IN |0 1 | NN | 1997 F 3 NI | 1199 4 a5 Fal [

0 | QuDoood 1E-10 1 | QuooDOd | 2ecooy 2 | DDDO0d | 11 So0od 5 ™ Ir b
] p ] i [ 1]

u Sy ] Sy ] L] T 1 E: ] [ ]

3 1 p ) 4 1 = 3 1 H ] h s L]

3 ni F.ua L ni JEEL 5 ni et Prerufir ntr x

3 nm MOEN 4 nm JFHHTL 3 nm ‘RN

3 Iim | AT L | omm | dFroE 5 omn | M

3 | Omm Pl al 4 | 1IN | &8 5 NN | M9

3 | QDD0Od | 2698851 4 | QDD0CL | 4758588 5 | DuDDD0d | 7489585

] A ] Ay ] A

& 1 m 7 1 hrsiy B 1 p )

B o1 plicral T o1 Lk B ni A

] nm 1FEAN ¥ Im |MEMAn B om | sEn

[ Iin |JNFoREin ¥ omm | a5 [ omn | W6

B | 1IN | JFSEsE ¥ | 1NN |69 B NN | = 5%

6 | 000004 | 107500E2 7 | Du0000d | 14690558 B | QD00 | 151 2008

Pra d = b e Bua"

Ahora observamos en la figura 4 que las segundas diferencias son constantes al
valor 6, El conjunto de puntos de la forma (x, mtg(x)) puede ser representado por una
expresion polinomial de segundo grado (cuyo coeficiente de correlaciéon es r = 1). La

expresion polinomial de segundo grado puede escribirse como m(x) = ax® +bx+c.
Los coeficientes a, b y ¢ los calculamos mediante un sistema de ecuaciones lineales:

m,()=a+b+c=3
m,(2) =4a+2b+c=12
m,(3) =9a+3b+c =27

Resolviendo el sistema a través del uso de Excel para calcular
las determinantes y mediante la regla de Cramer tenemos que
a=3b=c=0, entonces obtenemos la funcién m,(x)=3x*.

87



Revista de Orientacion Educacional, 30(57), 83-94, 2016. ISSN 0716-5714 ISSN (e) 0719-5117

Figura 4.
Soluciones asociadas a un sistema de pendientes como tres funciones
lineales.

sistema
x> X ti y
1 1 1 3
4 2 1 12
9 3 1 27

determinantes

D D1 D2 D3
-2 -6 0 0
solucién
3
0
0

Por Ultimo calculemos las pendientes de las rectas tangentes a
la funcion f(x)=x* En las tablas de la figura 5 se muestra el uso de la

hoja electrénica para aproximar la pendiente de la recta tangente. La
tabla ubicada a extrema derecha-arriba presenta cuatro columnas,
donde la segunda columna esta formada por las pendientes de las
rectas tangentes. Estas se obtienen a través de aproximaciones de
las pendientes de las rectas secantes, para luego calcular las
diferencias obteniendo los valores de la misma forma que en las
anteriores tablas.
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Figura 5.
Secuencia del calculo de diferencias para f(x)=x*
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Con los datos de la tabla extrema-derecha-arriba de la figura 5
observamos en la figura 6 que las terceras diferencias son
constantes, lo cual nos indica un comportamiento cubico de la
funcion, ésto es: m(x) =ax’+bx*+cx+d . Utilizando determinantes y el
método de la regla de Cramer, obtenemos la funcidén que describe las
pendientes de las rectas tangentes a f(x)=x* cdmo m(x) =4x>.

Figura 6.
Soluciones asociadas a un sistema de pendientes como tres funciones
lineales.

sistema
x> X2 X ti y
1 1 1 4
4 2 1 32
27 9 3 1 108
64 16 4 1 256
determinantes
D D1 D2 D3 D4
12 48 0 0 0
solucion
a 4
b 0
c 0
a 0
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Aplicando diferencias, cocientes de diferencias y algebra lineal
para modelar problemas de variacion en funciones de una
variable.

Presentamos a continuacién una propuesta que intenta abordar
de forma diferente a la ensefianza tradicional los conceptos de
funcidén, de cociente de diferencias y de la definicién de la derivada.
Esto se puede lograr promoviendo el algebra y los medios
electronicos, para modelar una expresion que explique un fendmeno
a partir de una tabla de valores. Ademas, el uso de interpretacién de
resultados y de manipulaciones numéricas apoyados en la tecnologia,
con el fin de ubicar un punto de encuentro entre el ambito algoritmico
y el conceptual.

Situacion fisica para la implementacion de la propuesta

Un objeto cae desde una altura de 500 metros. La altura h del
objeto con respecto del suelo ird disminuyendo. La tabla 1 muestra
cuatro columnas. La primera columna corresponde al tiempo y la
segunda columna proporciona la altura del objeto, asi como las
correspondientes primeras y segundas diferencias. También nos
interesa deducir la férmula que describa el movimiento de caida del
objeto. Para lograrlo se sugieren los siguientes pasos:

e Utilizar diferencias finitas para decidir el tipo de
comportamiento que tiene la funcién.

e Completar los valores que faltan en la tabla.

e Resolver un sistema de ecuaciones para obtener la formula que
describe este movimiento.

Tabla 1.

Datos del comportamiento de un objeto en caida libre y sus
correspondientes diferencias.

t h 1eras 2daS
eguncon
0 500

1 495.1 -4.9

2 480.4 -14.7 =9,
S 455.9

4 421.6 -34.3 -9.8
5 377.5 -44.1 =9,
6 323.6

7 259.9 -63.7

8 186.4 =755

9 103.1

10 10 efe) Al -9.8

90



Uso de tecnologia para la diferenciacion a través del concepto de variacion. Parte 1. Oscar Ruiz Chavez,
Sergio Flores Garcia, Juan Luna Gonzalez, Maria D. Gonzalez Quezada, Maria C. Salazar Alvarez, Maria
A. Cruz Quifiones y Osiel Ramirez Sandoval.

Solucion

Es evidente que las segundas diferencias son constantes, luego el
cambio de altura es un comportamiento cuadratico de la forma:
h=at’+bt+c y haciendoat®+bt+c = yse tiene:

t =0——a(0)* +b(0) +c =500 ¢ =500
si t=1—>a)’+b()+c=495.1 entonces a+b+c=495.1
t=2——a(2)*+b(2)+c=480.4 4a+2b+c = 480.4
b=_49 a=—49
de donde ath=-% tenemos que b=0 0 sea
4a+2b=-19.6
c =500

h(t) = —4.9t* + 0t +500 ,0 bien h(t):500—4.9t2:500—%gt2. Una expresion

muy utilizada en la fisica.
Si a las primeras y segundas diferencias las dividimos por el paso
At (en el siguiente ejemplo At=0.5),

obtenemos los valores de la velocidad media (primera razén de
cambio), y la aceleracion media del objeto (segunda razén de
cambio) para cada intervalo:

h.,.—-h . , Vi —V, .
v :% primera razén, ya_, :% segunda razén

m

Se observa en la tabla 2 que la aceleracién es constante vy
equivalente a —9.8m/s* =—g. En este caso el objeto se deja caer desde
una altura de 100 metros. Las segundas diferencias son constantes,
después el cambio de altura es un comportamiento cuadratico de la
forma: h=at’+bt+c y haciendo at’+bt+c=y se tiene:
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,_Dl_1225 _
t=15—a(L5) +b(L.5)+C = 88.975 D -025
si t=20—a(2.0)’ +b(2.0)+c=80.4 entonces b= % = % =0
t = 25——>a(25)° +b(2.5)+ ¢ = 69.375 D3 _25
D -025

La funcidn que describe la altura del objeto es
h(t) =at* +bt+c=-4.9t>+100 La figura 7 muestra las graficas de la

funcidon original con sus primeras y segundas diferencias obtenidas de
una Hoja Excel.

Tabla 2.
Hoja de Excel para los calculos de la primera y la segunda razon de
cambio.

MR
t (seg) (m) de cambio | de cambio
| o [ w0 [ [ |
| 05 9875 | 245 | |
| 1 [ 951 | 735 | -98 |
| 15 | 88975 | 1225 | 98 |

| 2 | 804 | 1715 | 98 |
| 25 | 69375 | 2205 | 98 |
| 3 | 559 | 2695 | 08 |
| 35 | 30075 | 3185 | 08 |
| 4 | 216 | 3675 | 98 |

| 45 | o5 [ 4165 | 98 |
! |
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Figura 7.
Gréaficas de primeras y segundas diferencias.

la. Razon de 2a. Razén de

t(seg) haltura(m) cambio cambio CAIDA LIBRE
100

98.775 -2.45

95.1 -1.35

-26.95
-31.85

-36.75
-41.65

rapidez  aceleracion
media media

t (seg)
‘—h altura (m) ===1a. Razén de cambio ====2a. Razon de cambio

1 o0 e.combin~Apez MR,
28, Rezg de.cambig,= aceleracion media,

Conclusiones

La presente propuesta permite el uso del software Excel para
manipular y construir el concepto de la derivada. Este se expone en
un proceso de aprendizaje no solo en su propio contexto, sino
también en un ambito fisico. Las primeras y segundas diferencias
permiten al estudiante visualizar el proceso de la obtencién de la
primera, y la segunda derivada en un registro numérico. Esto con la
gran posibilidad del desarrollo de una habilidad de los estudiantes
para transitar entre distintos registros de representaciéon semidtica
(numérico, analitico y grafico). Este trabajo es un ejemplo de la
manera en que se aborda un problema de aplicacién de la derivada.
Esto con el fin de ir mas alld de lo planteado en los textos, con el
proposito educativo del desarrollo de la curiosidad cientifica, y las
habilidades cognitivas del estudiante. También representa una
oportunidad para aprovechar la tecnologia, como una herramienta de
apoyo a la docente en la ensenanza del Calculo. Es trabajo del
profesor promover las adaptaciones o mejoras a lo aqui expuesto,
para desarrollar un disefio didactico adecuado de este o cualquier
otro problema relacionado con el concepto de variacidn. Finalmente,
la Parte 2 de este reporte de investigacion mostrara tanto el proceso,
como los resultados de la implementacion. Esta propuesta se
implementara no solo en el salén de clase, sino también en el
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laboratorio de matematicas. Los alumnos de la materia de Calculo I
seran expuestos a actividades de aprendizaje. Estas actividades
posiblemente desarrollaran el entendimiento funcional de la derivada
como razén de cambio. Ademas, se expondra a estos alumnos a
rutinas de aprendizaje en contextos fisicos, a través del concepto de
la derivada en situaciones reales de variacion.
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