Revista de Orientacion Educacional, 32(61), 3-13, 2018. ISSN (e) 0719-5117

LA CONJETURACIC')N,EN PROBLEMAS DE PROBABILIDAD USANDO
REFERENTES GEOMETRICOS MEDIADOS POR SIMULACIONES EN
GEOGEBRA.
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FEATURES THROUGH GEOGEBRA
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RESUMEN

Este trabajo muestra la naturaleza de las conjeturas realizadas por estudiantes
de Licenciatura en Matematicas, generadas por el planteamiento de diversos
problemas de Probabilidad y simulaciones manipulables, realizadas en
Geogebra. Se seleccioné dos estudiantes como parte de la metodologia para un
estudio de casos. Dichos alumnos, después de trabajar los problemas
probabilisticos con un corte geométrico y con ayuda del software, realizaron un
ejercicio sin simulaciéon alguna. Esto para identificar la construccién de
estrategias para resolver problemas de probabilidad, representandolos
geométricamente y en ese contexto. Se concluyd la importancia que tiene el
incorporar la tecnologia digital en la ensefianza de la probabilidad, asi como el
recurrir a otros contextos como el geométrico para plantear y resolver
problemas.
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ABSTRACT

This study presents the nature of the students’ thinking at the time of making
conjectures about problems of Probability manipulating Geogebra simulation. A
case study was implemented. It includes two college students of mathematics.
The participating students worked on probability problems with geometrical
features using the Geogebra software. After that, students are asked to solve
problems without the use of Geogebra simulation. This was perfomed to identify
how students build their strategies for solving probability problems with
geometrical representation. We conclude that technology integration in teaching
probability is of great relevance. Indeed, using different contexts such as
geometrical features may help to analyze and solve probability problems.
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Recepcién articulo: 03.04.2018 Aprobado: 06.06.2018
! mavila@uacj.mx Todos los autores son docentes de la Universidad Auténoma de Ciudad Juérez,
México.



Articulo. La conjeturacion en problemas de probabilidad usando referentes geométricos mediados por
simulaciones en geogebra. Mario Silvino Avila Sandoval, Héctor Jesus Portillo Lara, Carlos Lopez Ruvalcaba,
Maria de los Angeles Cruz Quifiones, Sergio Flores

Tematica:

Conjeturacion de los estudiantes como efecto de la manipulacion de
simuladores en el contexto de la probabilidad geométrica.

Introduccion

La ensefanza de la probabilidad enfrenta un sin niumero de retos
muchos de ellos relacionados con las dificultades propias de la disciplina.
La matematica de la probabilidad es muy compleja, y sus resultados
suelen ser bastante contraintuitivos (Batanero, 2003). Una de las formas
en que es posible afrontar los desafios de la ensefianza es incorporando
a ella los recursos tecnoldgicos disponibles en la actualidad. Esto con la
finalidad de dotar a los estudiantes con un mayor nimero de experiencias
en los problemas de probabilidad, para con ello, los alumnos puedan
generar estrategias de solucién de problemas. Diversas investigaciones
(Roa 2000 y Roa et al, 2003) muestran que sbélo una minoria de
estudiantes universitarios analizan los fendmenos aleatorios desde un
punto de vista formal de la teoria de probabilidad y utilizan correctamente
los procedimientos necesarios para el calculo de probabilidad de un
evento. La ensefianza de la probabilidad no es facil en ningun nivel
educativo, por lo tanto, es necesario promover su estudio, utilizando
tareas tanto de resolucion como de planteamiento de problemas en donde
se pongan en juego contenidos en diversos contextos (Penalva, Posadas
y Roig, 2010).

Entornos dinamicos y la enseiianza de las matematicas

Hace mas de tres décadas el profesor Santalé (1982) preveia la
importancia que revestiria la computadora en la ensefianza de la
matematica en general y particularmente, en la probabilidad, al enunciar
que la tecnologia, en su gran espectro de posibilidades, se va
introduciendo en todas las actividades del hombre, cada vez de manera
mas simple y mas potente. Las ideas probabilistas predominan cada vez
mas sobre las ideas deterministas, se actla en base a estadisticas y
numeros aproximados, mas que sobre datos o resultados exactos. La gran
mayoria de fendmenos con que debemos enfrentarnos, como nuestra
propia existencia el dia de mafiana, son aleatorios. Actuamos mas sobre
hechos posibles, que sobre acontecimientos seguros. Sin embargo, poco
0 nada se habla en nuestros centros de ensenanza de las posibilidades de
la computacién ni de las distintas maneras de tratar el azar. Este hecho,
parece haber cambiado muy poco, ya que la ensefanza de la probabilidad
sigue, en términos generales, desarrollandose de manera
preponderantemente tradicional, es decir, en los entornos de |apiz, papel,
gis y pizarréon (Casas, 2014).
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La presencia de los instrumentos digitales produce, hoy en dia,
conflictos de validacidn cuando se introducen en la ensefianza de las
matematicas. Estos conflictos pueden ilustrarse asi: la presencia de estas
tecnologias erosiona las lineas curriculares tradicionales, pues alli hay un
conocimiento y unos tratamientos que han alcanzado cierta estabilidad
ante la cual irrumpen las tecnologias digitales. La tension entre la manera
estatica de pensar las matematicas, tal y como ha sido nutrida por la
ensefianza hasta hoy en dia y las nuevas formas propiciadas por los
medios digitales no puede conducir a una ruptura. Tiene que hallarse una
via intermedia que permita su fusion (Moreno-Armella, 2011).

Un uso apropiado de Ila tecnologia digital, refiriéndonos
particularmente a un entorno de geometria dindmica como el que propicia
el Geogebra, provoca que los estudiantes tengan acceso a conjeturar y
generalizar por medio de dar “clicks” y arrastrar determinados puntos
sobre un objeto, el cual, dinamicamente re-dibuja y actualiza informacién
en la pantalla mientras el usuario arrastra el ratdén, haciendo esto, el
usuario puede eficientemente probar largas iteraciones de la construccion
matematica (Moreno-Armella, Hegedus y Kaput, 2008). De esta forma el
trabajo en Geogebra permite estimular la observacién, la experimentacion
y la generalizacidon, asi como la elaboracidon de conjeturas, su verificacién
experimental, permitiendo que el alumno no se pierda en construcciones
intermedias y su posterior demostracion (Madama y Curbelo, 2012). La
manipulacién del entorno geométrico permite la ampliacion de Ila
experiencia posible del estudiante. Dado el control formal del entorno, las
experiencias desarrolladas dentro del micromundo pueden considerarse
como genuinas experiencias matematicas (Moreno-Armella, 2002). La
utilizacion del programa permite agilidad, ya que se aumenta la cantidad
de casos que se pueden observar, ademas de generar mayor certeza al
trabajar determinado tema. De esta forma la observacion de imagenes
implica un trabajo no rutinario, lo cual no significa que no se realice un
trabajo manual, pues es también importante y necesario (Madama y
Curbelo, 2012).

Al entrar a la segunda década del nuevo siglo, parece haber
unanimidad internacional sobre la importancia de la educacién. Los paises
toman acciones para crear bases de sustentacién estables con este
propdsito. Es tangible que los sistemas educativos tendran que incorporar
inmensos desarrollos cientificos y tecnoldgicos alcanzados en las ultimas
décadas (Moreno-Armella, 2011). Para lograr esto, necesitamos crear
estrategias de transicidon tempranas para transformar contenidos basicos
de este cuerpo estable del conocimiento matematico (como es el caso de
la probabilidad) en nuevos apoyos semidticos digitales (Moreno-Armella,
Hegedus y Kaput, 2008).
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La probabilidad geométrica y el uso de la tecnologia

¢Por qué cuando se explica el concepto de probabilidad se prescinde
de conceptos como el de area o el de longitud? éPor qué prescindir de la
geometria cuando el alumno comienza a tener contacto con el azar? (Ruiz,
2001). La probabilidad geométrica extiende la idea que el calculo de
probabilidades estd soélo asociado con la enumeracion, ya que, para
calcular probabilidades geométricas hace falta medir. Se pueden formular
problemas que expresen relaciones entre segmentos, areas o volumenes
y problemas para cuya resolucidén sea conveniente usar ejes coordenados
(Agnelli, Peparelli y Zo6n, 2010). La diferencia entre contar y medir
distingue a la aritmética de la geometria (Ruiz, 2001).

Por otro lado, es indudable el beneficio que reportan los simuladores
para realizar un gran numero de experimentos aleatorios. Se llama
simulacién a la sustitucion de un experimento aleatorio por otro
equivalente, que permite obtener estimaciones de probabilidades de
sucesos asociados al experimento en cuestidn. La simulacién tiene la
ventaja de realizar un numero muy importante de experimentos en muy
corto tiempo (Villalba y Lépez, 2012). La simulacion o sustitucién de un
experimento aleatorio por otro equivalente, como modelo pseudo-
concreto de la situacion modelizada, permite prescindir del aparato
matematico para analizar situaciones estocasticas (Batanero, 2003).
Existe una variedad de problemas y situaciones que son susceptibles de
ser simulados utilizando el Geogebra, de tal manera que permitan al
estudiante, realizar conjeturas sobre las situaciones y hasta deducir
alguna estrategia de solucion de problemas.

Metodologia de la investigacion

Esta investigacidn es de corte cualitativa por que pretende explorar
la naturaleza de las conjeturas elaboradas por los estudiantes, ante
problemas de probabilidad, mediados por simulaciones manipulables
realizadas en Geogebra. Se implementé como estrategia el estudio de
casos, para entender el razonamiento utilizado por dos estudiantes que
pertenecen al programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad
Autdonoma de Ciudad Juarez, México.

El proceso metodoldgico de la investigacidn consistid en presentar
primeramente un problema de probabilidad, estrictamente en el contexto
geométrico, seguido de la simulacidon del mismo, con el fin de introducir
a los estudiantes a problemas de este tipo y evidenciar el papel que juega
la simulacion en la construccion de conjeturas y procesos de solucién.
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Posterior a ello, se propusieron dos problemas susceptibles de ser
transpuestos al mundo geométrico, motivados por la simulacion hecha en
Geogebra. De igual manera, la pretension era reconocer el rol de la
simulacidén en la construccion de conjeturas y estrategias de solucion.
Finalmente se propuso un problema que, sin el apoyo de simulacion
alguna, los estudiantes debian resolver, esto para observar, si habian
interiorizado el uso de representaciones geomeétricas para dar solucién a
problemas de probabilidad elemental. Se recolecté informacion por medio
de observaciones realizadas al momento de la manipulacién del software
y por medio de los escritos y soluciones propuestas por los alumnos.

Resultados

Se analizaron los razonamientos mostrados por los dos estudiantes
en base a sus anotaciones ante los problemas propuestos.

El primer problema se planted basado en la propuesta publicada por
Rochera (2010). El ejercicio indica lo siguiente: En una circunferencia se
traza una cuerda AB cuya longitud equivale al radio de ésta. Si se coloca
un punto C al azar sobre la circunferencia, ¢Cual es la probabilidad que el
triangulo ABC sea acutangulo (todos sus angulos agudos, es decir,
menores de 90 grados)?

Se solicitd a los estudiantes manipular la simulacién en Geogebra,
previamente diseflada por los investigadores. Posteriormente se les
solicitd realizar conjeturas sobre la solucién del problema basadas en la
simulacién, la cual contenia un botén de ayuda. Las figuras 1 y 2 muestran
la apariencia de las simulaciones.

Numero total de triangulos = 10 Numero total de triangulos = 4

Proporcion = 0.4

I™ Figura de ayuda

Namero de triangulos Acutdngulos = 4

Namero de triangulos Acutangulos = 2

Proporcion = 0.5

Figura 1. Simulacién de tridngulos Figura 2. Simulacién de tridngulos

sin ayuda activada.

con la ayuda activada.
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El estudiante al que llamaremos A, generd a partir de la
manipulacién con el deslizador de la simulacidon, sus conjeturas que se
muestran en la figura 3:

Figura 3. Conjetura del estudiante A
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Dado que la simulacién podia construir hasta 600 triangulos, el
estudiante, de inicio optd por una solucién numérica promediada, es decir,
usdé la proporcidon otorgada por la simulacién como el valor de la
probabilidad y pretendié manipular repetidamente la simulaciéon con los
600 triangulos para obtener un promedio. Sin embargo, cuando hizo uso
del botdn de ayuda de la simulacion, redirigié sus conjeturas al dominio
geométrico de manera natural, permitiéndole llegar a la solucion del
problema como lo muestra la figura 4.

Figura 4. Estrategia de solucion del estudiante A sobre el problema 1.
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El estudiante B, realizé una conjetura similar como puede verse en
la figura 5.
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Figura 5. Estrategia de solucion del estudiante B sobre el problema 1.
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De igual manera, para el segundo y tercer problema, se presentaron
a los estudiantes simulaciones previamente elaboradas en Geogebra. Los
problemas propuestos se enuncian textualmente como sigue:

Problema 2. Se eligen al azar dos niumeros. Uno entre el 0 y el 60 y otro
entre el 0 y el 40. ¢Cual es la probabilidad que la suma de los dos numeros
sea 50 o mas?

Problema 3. Un chico con fama de impuntual invita a salir a una
chica y la cita en cierto lugar. Ella que conoce su reputacion le dice: si iré
entre las 5 y las 6 de la tarde pero sélo te esperaré como maximo 10
minutos, si no te veo me voy. El chico responde: yo también iré entre 5
y 6 de la tarde, te esperaré 10 minutos como maximo y si no llegas me
voy. ¢Cual es la probabilidad de que el encuentro se dé? (Mird, 2013).

Las figuras 6 y 7 muestran el aspecto de ambas simulaciones. En
ellas se representan por puntos rojos, cuando el evento resulta favorable
a la situacion planteada.

Los puntos rojos indican que el encuentro si se dio
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Figura 6. simulacién del problema 2. Figura 7. Simulacién del problema 3.
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Ruvalcaba,
La “adaptacién” de un problema no geométrico (a diferencia del

primero) resultd practicamente natural, como lo muestra lo plasmado por
el estudiante A para el problema 2 ilustrado en la figura 8.

Figura 8. Conjetura realizada del alumno A sobre el problema 2.
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De manera similar lo reflejo el estudiante B en la solucion (obtenida
correctamente) del problema 3 como lo muestra la figura 9.

Figura 9. Estrategia de solucion del estudiante B sobre el problema 3.
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Al plantear el problema 4, sin la ayuda de simulacidn, teniendo la
expectativa que, de manera espontanea, los alumnos realizaran una
representaciéon geométrica del problema, sélo el estudiante B lo resolvid
de tal forma. Este problema enunciaba de manera textual lo siguiente:
Por cierta esquina pasan 2 lineas de autobuses urbanos que van al centro
de la ciudad, la A y la B. Ni una ni otra tiene un horario fijo para pasar
por la esquina, pero eso si, sabemos que los camiones de la primera linea
pasan cada 8 minutos, mientras que los autobuses de la linea B pasan
cada 12 minutos. Determine: a) éCual es la probabilidad de que al llegar
yo a la esquina, tarde cuando mucho 2 minutos esperando? y b) éCual es
la probabilidad de que el primer camidén que pase sea de la linea A?
(Rochera, 2010). En la figura 10 se muestra un extracto de la solucion
planteada por este alumno.

Figura 10. Planteamiento del problema 4 realizado por el estudiante B.
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Conclusiones.

El presente articulo reveld la importancia de incorporar la tecnologia
digital en la ensefianza de la probabilidad, asi como el recurrir a otros
contextos como el geométrico para plantear y resolver problemas. La
investigacién realizada muestra que simulaciones realizadas en Geogebra,
pueden direccionar a los estudiantes al uso de elementos geométricos en
la solucion de problemas. El control que tienen los alumnos al poder, a
voluntad, repetir tantas veces como quieran un experimento
probabilistico, constituyé un elemento de validacién en el primer
problema en los estudiantes. Por otro lado, la simulaciéon en el primer
problema provocd la redireccion en uno de los estudiantes, de una
estrategia numérica a una geométrica. En términos generales podemos
afirmar que el uso de la simulacién en el entorno dinamico del Geogebra,
constituye una experiencia adicional en los estudiantes que les permite

11



Articulo. La conjeturacion en problemas de probabilidad usando referentes geométricos mediados por
simulaciones en geogebra. Mario Silvino Avila Sandoval, Héctor Jesus Portillo Lara, Carlos Lopez Ruvalcaba,
Maria de los Angeles Cruz Quifiones, Sergio Flores

explorar nuevas estrategias de solucién de los problemas de probabilidad
y lograr la traduccién al contexto de la geometria.

Los resultados obtenidos con dos estudiantes son alentadores. En
el futuro se planea profundizar con un mayor nimero de estudiantes vy
una mayor diversidad de problemas susceptibles de ser trabajados en
esta linea de investigacién, basada en la resolucion de problemas de
probabilidad llevados al contexto geométrico y mediados con el Geogebra,
con la finalidad de que las conclusiones obtenidas tengan un mayor
alcance.
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